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ON IDENTITIES ON THE UNIT SPHERE FOR POLYHARMONIC FUNCTIONS
V.V. Karachik
Some identities for integrals over the unit sphere of the normal derivatives of polyharmonic in the unit
ball functions are obtained.
Keywords: polyharmonic functions, normal derivatives, identities on the unit sphere.
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В работе приводятся критерии компактности множеств в пространствах ϕ(L), со-
стоящих из классов эквивалентности измеримых функций f , для которых композиция
ϕ◦ f суммируема наметрическом пространстве X с мерой, удовлетворяющей условию
удвоения. Здесь ϕ : R→ R — четная функция, положительная, непрерывная и возрас-
тающая на (0,+∞), причем ϕ(+0)= 0, limt→∞ϕ(t )=∞. Кроме того, предполагается,
что ϕ удовлетворяет ∆2-условию Орлича. Критерии компактности формулируются
в терминах максимальных операторов, измеряющих локальную гладкость.
Ключевые слова: условие удвоения, компактность, пространства суммируемых
функций, максимальные операторы, локальная гладкость.
Пусть (X ,d ,µ) — ограниченное метрическое пространство с метрикой d и боре-
левской мерой µ, удовлетворяющее условию удвоения
µ(B(x,2r ))≤Cµµ(B(x,r )), x ∈ X , r > 0,
где B(x,r )= {y ∈ X : d(x, y)< r }.
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ПустьΦ—множество всех четныхфункцийϕ :R→R, положительных, непрерыв-
ных и возрастающих на (0,+∞), причем
ϕ(+0)= 0, lim
t→∞ϕ(t )=∞, ϕ(2t )≤Cϕ(t ), t > 0.
Пусть Ω обозначает класс положительных возрастающих функций η : (0,1] → (0,1],
для которых η(+0)= 0.
Еслиϕ ∈Φ, тоϕ(L) —множество (классов эквивалентности) измеримых функций
f : X →R, для которых композицияϕ◦ f суммируемана X . Подробнуюинформацию
о классах ϕ(L) можно найти в [1]. В частности, в [1, §6] указано, что в ϕ(L) имеется
естественная топология, предбазой которой является семейство множеств{
g ∈ϕ(L) :
ˆ
X
ϕ( f − g )dµ< ε
}
, f ∈ϕ(L), ε> 0.
Множество S ⊂ϕ(L) назовем ограниченным в ϕ(L), если
sup
f ∈S
ˆ
X
ϕ( f )dµ<∞.
Для η ∈Ω, ϕ ∈Φ, q > 0 и f ∈ϕ(L) обозначим
N
ϕ,q
η f (x)= sup
B∋x
1
η(rB )
( 
B
ϕq ( f (x)− f (y))dµ(y)
)1/q
(точная верхняя граница берется по всем шарам B ⊂ X , содержащим точку x). Мак-
симальныеоператорытакого рода впервыерассматривалисьА. Кальдероном [2] для
степенных функций η. Для любых η ∈Ω их ввел В.И. Коляда [3].
Теорема 1. Пусть ϕ ∈ Φ, q > 0 и S ⊂ ϕ(L) — ограниченное множество. Тогда если
для некоторой η ∈Ω
sup
f ∈S
ˆ
X
N
ϕ,q
η f dµ<+∞, (1)
то S вполне ограничено в ϕ(L).
Утверждение, обратное к теореме 1, также справедливо, но при дополнительном
ограничении 0< q < 1. При q ≥ 1 условие (1) уже перестает быть необходимым для
полной ограниченности множества S ⊂ϕ(L).
Условие (1) в теореме 1 можно несколько ослабить.
Теорема 2. Пусть ϕ ∈Φ, q > 0 и S ⊂ϕ(L) — ограниченное множество. Тогда если
lim
r→+0 supf ∈S
ˆ
X
(
1
µ(B(x,r ))
ˆ
B(x,r )
ϕq ( f (x)− f (y))dµ(y)
)1/q
dµ(x)= 0, (2)
то S вполне ограничено в ϕ(L).
Длянеограниченныхпространств X теоремы1и2неверны.Однако ониостаются
справедливыми и в таком случае, если от множества S дополнительно потребовать
выполнения следующего условия:
lim
R→+∞
sup
f ∈S
ˆ
X \B(x0,R)
ϕ( f )dµ= 0,
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где x0 ∈ X —некоторыйфиксированный элемент. Необходимость таких условий для
компактности множеств в пространствах суммируемых функций впервые отметил
Я.Д. Тамаркин [4].
Для степенной функции ϕ(t )= t p при p > 0 эти результаты были получены в [2].
Мы используем методы этой работы.
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ON COMPACTNESS CONDITIONS IN THE SPACES ϕ(L)
I.N. Katkovskaya, V.G. Krotov
In this paper, we give criteria for the compactness of sets in the spaces ϕ(L) consisting of equivalence
classes of measurable functions f for which the compositeϕ◦ f is summable on ametric space X with a
measure that satisfies the doubling condition. Here ϕ :R→R is an even function, positive, continuous
and increasing on (0,+∞), and ϕ(+0)= 0, limt→∞ϕ(t )=∞. In addition, it is assumed that ϕ satisfies
the Orlicz ∆2-condition. The compactness criteria are formulated in terms of maximal operators mea-
suring the local smoothness.
Keywords: doubling condition, compactness, spaces of summable functions, maximal operators, local
smoothness.
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Мырассматриваем краевую задачу о скачке нажордановой дуге и ищем решение в клас-
се функций, являющихся β-аналитическими функциями.
Ключевые слова: уравнение Бельтрами, краевая задача о скачке, β-аналитические
функции.
